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Zusammenfassung: Das Thema der Bayesianischen Aktualisie-
rung einer a priori-Verteilung wird anhand von regulären und 
verzerrten Würfeln als intuitives und motivierendes Modell un-
tersucht. Details zur Berechnung von a posteriori-Wahrschein-
lichkeiten für eine diskrete a priori-Verteilung werden erläutert 
und bieten eine andere Sichtweise zu p-Werten. Dieser Artikel 
enthält auch die Stern- und Balken-Zähltechnik, eine leistungs-
starke Zählmethode, die für Lernende zugänglich ist, die bereits 
Permutationen und Kombinationen kennengelernt haben. Un-
terstützender R-Code und eine Shiny-Anwendung ermöglichen 
eine interaktive Erkundung der besprochenen Themen.

Schlagwörter: Unterricht, Bayes-Theorem, Goodness-of-Fit-
Tests, Shiny, Sterne-und-Balken Technik

1	 Einleitung
Ziel ist es, Bayesianisches Denken zu fördern und die 
Unterschiede zu nicht-Bayesianischen Ansätzen zu 
verstehen. Das Material ist am besten für Studierende 
geeignet, die bereits mit Permutationen und Kombi-
nationen, statistischen Hypothesentests und p-Werten 
vertraut sind und das Bayes-Theorem kennen. Der Au-
tor hat das diskrete Modell fürs Würfeln im Klassen-
zimmer benutzt, um Bayesianische Konzepte einzu-
führen und zu motivieren. Würfel bieten ein effektives 
Modell für den Unterricht in diskreter Wahrschein-
lichkeitsrechnung und statistischen Konzepten. Viele 
Artikel in Teaching Statistics erörtern Einsatzmöglich-
keiten von Würfeln im Unterricht wie die Analyse von 
Spielen (Feldman und Morgan 2003; Foster und Mar-
tin 2016; McPherson 2015; Meyer 2019; Stephenson 
et al. 2009; Wang 1989; Wang 1993) und die Verwen-
dung nicht-traditioneller Würfel in unterschiedlichen 
Aktivitäten (Dunn 2005; Gelman und Glickman 2000; 
Gelman und Nolan 2002; Jessop 2010).

Dieser Beitrag unterstützt grundlegende statistische 
Konzepte durch Erkundungen mit regulären und ver-
zerrten (gewichteten) Würfeln. Beim Würfeln kann 
das Modell der Datenerzeugung leicht verständlich 
gemacht werden, so dass man sich auf die statisti-
schen Kernkonzepte konzentrieren kann.

Zentrale Frage ist:

Wenn wir die Ergebnisse eines Würfelwurfs beobach-
ten, was können wir über Fairness oder Verzerrtheit die-
ses Würfels sagen?

Im Folgenden erläutern wir Anwendungen des Bay-
es-Theorems, um diese Schlüsselfrage zu beantwor-
ten. Einige Lernende sind möglicherweise nicht ver-
traut mit Anwendungen des Bayes-Theorems auf sta-
tistische Inferenz. Dieser Artikel bietet eine gute Mög-
lichkeit, sie behutsam in Bayesianische Konzepte ein-
zuführen. Wir vergleichen auch den Bayesianischen 
Aktualisierungsansatz mit der Goodness-of-Fit-Sta-
tistik – eine Methode, mit der die Lernenden vielleicht 
schon vertrauter sind, und geben so einen Einblick 
in die Unterschiede zwischen Bayesianischen und 
nicht-Bayesianischen Ansätzen, einschließlich der 
Probleme, die man betrachten kann, und den Annah-
men, die für den jeweiligen Ansatz erforderlich sind.

Teaching Statistics hat auch eine reiche Tradition an 
Beiträgen, in denen Shiny-Anwendungen in unter-
schiedlichster Weise dazu dienen, statistische Kon-
zepte zu veranschaulichen (Arnholt 2019; Freire 
2019; Williams und Williams 2018). Dieser Beitrag 
wird von einer Anwendung (Chang et al. 2000) be-
gleitet, die online unter glow.shinyapps.io/dice/ abruf-
bar ist. Diese interaktive Anwendung ermöglicht es, 
Werfen von verschiedensten Würfeln zu simulieren; 
sie illustriert viele der in diesem Beitrag besproche-
nen Analysen dynamisch. [Die Software ist ohne Pro-
grammierkenntnisse einsetzbar.] Dieser Aufsatz ent-
hält einen R-Code, mit dem man mit beliebigen Wahr-
scheinlichkeiten für die verschiedenen Augenzahlen 
virtuell würfeln kann. Ebenso wird R-Code für alle 
Berechnungen bereitgestellt. Außerdem gibt es be-
gleitendes Lernmaterial mit ein paar fortgeschrittenen 
Themen und Illustrationen für die interessierten Leser.

In Abschnitt 2 erklären wir, wie man in R Würfeln 
mit beliebigen Wahrscheinlichkeiten simuliert und 
führen in die motivierende Eingangsfrage ein. In Ab-
schnitt 3 beschreiben wir, wie man das Bayes-Theo-
rem zur Lösung dieser Frage nützt. In Abschnitt 4 
modifizieren wir die Eingangsfrage und untersu-
chen, wie sich diese Modifikation auf die Inferenz im 
Bayes-Ansatz auswirkt. In Abschnitt 5 formulieren 
wir die Eingangsfrage neu mit Münzen anstelle von 
Würfeln (zwei statt sechs mögliche Ergebnisse). In 
Abschnitt 6 vergleichen und kontrastieren wir den 
Bayesianischen Ansatz mit dem nicht-Bayesiani-
schen Goodness-of-Fit-Test. In Abschnitt 7 beschrei-
ben wir eine interaktive Shiny-Anwendung und in 
Abschnitt 8 beenden wir unsere Ausführungen mit 
abschließenden Bemerkungen.
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2	 Virtuelles Würfeln (mittels R)
Wir beginnen mit einem probabilistischen Modell 
fürs Würfeln. Ein sechsflächiger Würfel – egal ob 
regulär oder nicht – mit Markierungen von eins bis 
sechs zeigt eine dieser Zahlen obenauf, wobei die 
Wahrscheinlichkeiten von p1 bis p6 die Bedingung 
p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1 erfüllen müssen. 
Bei einem regulären („fairen“) Würfel ist jede die-
ser Wahrscheinlichkeiten 1/6, bei einem verzerrten 
Würfel oder einem „Trickwürfel“ können sich diese 
Wahrscheinlichkeiten aber wesentlich von 1/6 unter-
scheiden. Hier nehmen wir an, dass die Würfe unab-
hängig sind und dass die Wahrscheinlichkeiten p1 bis 
p6 bei jedem Wurf gleichbleiben.

Daher können wir n Würfe eines gegebenen Würfels 
kurz durch ein 6-Tupel (n1 , n2 , n3 , n4 , n5 , n6) darstellen, 
wobei ni dafür steht, wie oft die Zahl i vorkam (also 
n = n1 + n2 + n3 + n4 + n5 + n6). Wenn pi 2 0 für je-
des i ist, lautet eine natürliche Frage:

„Wie viele verschiedene 6-Tupel sind nach n Würfel-
würfen möglich?“

Diese Frage kann leicht mit der „Sterne und Bal-
ken“-Zähltechnik beantwortet werden. Angenom-
men, wir stellen n Sterne in eine Reihe und verwen-
den 5 Balken, um sie zu trennen. Die 5 Balken un-
terteilen die Sterne in 6 Felder und die Anzahl der 
Sterne in jedem Fach entspricht dem jeweiligen ni . 
Daher ist es äquivalent, die Anzahl der Möglichkei-
ten zu zählen, wie man fünf Balken unter n + 5 Plät-
zen (in einer Reihe angeordnet) platzieren kann; es

gibt insgesamt n
5

5+a k 6-Tupel; das sind 
5

15
3003=a k

Ergebnisse bei n = 10 Würfen.

Einige dieser 6-Tupel werden wahrscheinlicher sein 
als andere, abhängig von den Wahrscheinlichkeiten 
pi . Beim 10-maligen Würfeln mit einem regulären 
Würfel etwa würden wir ein gleichmäßig verteiltes 
Tupel wie (2,2,2,2,1,1) viel eher erwarten als ein 
„schiefes“ wie (6,1,1,1,1,0). Das erstere Tupel ist so-
gar 45-mal wahrscheinlicher als das letztere. Diese 
Berechnung wird im Abschnitt zur Multinomialver-
teilung näher besprochen.

Als Nächstes betrachten wir verzerrte Würfel wie 
gewichtsbelastete Würfel oder eine andere Form von 
Trickwürfeln, bei denen die Wahrscheinlichkeiten 
nicht mehr gleich sind. Es gibt viele verschiedene 
Möglichkeiten, wie man einen Trickwürfel konstru-
ieren kann, aber eine gängige Technik besteht darin, 
die Masse im Inneren des Würfels durch heimliches 
Einfügen eines Metallgewichts ungleichmäßig zu 
verteilen. Das Online-Unternehmen trick-dice.com 

stellt alle Arten von trickreichen Würfeln her und ver-
kauft sie, darunter seiten-, kanten- und eckengewich-
tete Würfel aus Blei oder Eisen. Das Unternehmen 
bietet eine YouTube-Demonstration seines „dreifach 
verzerrten Würfels“, der nach 113 Würfen folgende 
ungefähre Wahrscheinlichkeiten anzeigte:

Dreifach verzerrter Würfel:
p1 = 0,08, p2 = 0,08, p3 = 0,64, p4 = 0,01, p5 = 0,06, 
p6 = 0,13

Dieser Würfel hat eine hohe Wahrscheinlichkeit, eine 
Drei, und eine sehr geringe, eine Vier zu würfeln (die 
Zahl gegenüber von drei). Obwohl es Spaß machen 
kann im Klassenzimmer zu würfeln, ist es nicht not-
wendig, Geld auszugeben, um Daten aus solchen Wür-
feln erzeugen. Mit der R-Funktion rmultinom las-
sen sich leicht Würfel mit benutzerdefinierten Wahr-
scheinlichkeiten nachahmen. Abbildung 1 mit dem 
Code Block 1 zeigt, wie einfach es ist, in R 100 Würfe 
mit dem dreifach verzerrten Würfel zu simulieren.

1 > rmultinom(n=1,size=100,prob=c(.08,0.08,.64,.01,.06,.13))

Abb. 1: Code Block 1: Simulieren eines verzerrten 
Würfels.

Mit den Parametern n=1 und size=100 werden 
die 100 Würfe automatisch in sechs Gruppen klas-
sifiziert; die Angabe von n=100 und size=1 zeigt 
die einzelnen Ergebnisse bei 100 Würfen.

Da wir Würfe mit verzerrten Würfeln leicht erzeugen 
können, stellen wir diese motivierende Frage:

Zwei Würfel werden in einen Sack gelegt – ein regulärer 
(fairer) Würfel und der andere ist der „dreifach verzerrte 
Würfel“. Ein Würfel wird zufällig aus dem Beutel aus-
gewählt und mehrmals geworfen.
Basierend auf den Ergebnissen, was meinst du, mit wel-
chem Würfel wurde gewürfelt?

Für diese Frage wissen wir, dass einer der beiden 
Würfel zufällig ausgewählt wird; also, bevor wir die 
Daten sammeln, wissen wir, dass wir eine Chance 
von 0,5 haben, mit dem regulären Würfel zu werfen. 
Wir würfeln nun mit dem ausgewählten Würfel und 
verwenden die Information in den Daten, um diese 
Wahrscheinlichkeit zu „aktualisieren“. Die 0,5 wird 
als a priori-Wahrscheinlichkeit für den regulären 
Würfel bezeichnet. Die „aktualisierten“ Wahrschein-
lichkeiten, welche die Information aus den Daten 
nutzen, werden als a posteriori-Wahrscheinlichkeiten 
bezeichnet. Wir fahren fort, um diese Frage zu beant-
worten, indem wir die Wahrscheinlichkeiten a posteri-
ori für jeden Würfel auf der Grundlage der Daten und 
der a priori-Wahrscheinlichkeiten neu berechnen. Die 
Vorgangsweise wird als „Bayes-Ansatz“ bezeichnet.
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3	 Der Bayesianische Ansatz
Herzstück des Bayesianischen Ansatzes ist das Bay-
es-Theorem. Bevor wir würfeln, wissen wir, dass die a 
priori-Wahrscheinlichkeit, mit dem regulären Würfel 
zu würfeln, 50 % beträgt; auch für den „dreifach ver-
zerrten Würfel“ beträgt die Wahrscheinlichkeit 50 %. 
Wir verwenden das Bayes-Theorem, um diese a prio-
ri-Wahrscheinlichkeiten entsprechend den beobachte-
ten Daten zu aktualisieren. In der Bayesianischen Ter-
minologie nennen wir die aktualisierten a priori-Wahr-
scheinlichkeiten a posteriori-Wahrscheinlichkeiten.

Dieser Aktualisierungsprozess wird in Abbildung 2 
heuristisch dargestellt. Die a posteriori-Wahrscheinlich-
keiten (rechte Seite) werden mit Hilfe des Bayes-Theo-
rems berechnet. Wir gehen auf diese Berechnungen für 
unser Würfelproblem weiter unten genauer ein.
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Abb. 2: Heuristische Darstellung der Bayesianischen 
Aktualisierung

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten a posteri-
ori in (1) und (2) hat drei Komponenten:

A priori-Wahrscheinlichkeiten
Die Terme P(regulärer Würfel) und P(„dreifach ver-
zerrter Würfel“) sind die a priori-Wahrscheinlichkei-
ten; in unserem Problem sind beide gleich 0,5.

Likelihood-Wahrscheinlichkeiten
Die Terme P(Daten ; „dreifach verzerrter Würfel“) 
und P(Daten ; regulärer Würfel) werden als Like-
lihood-Wahrscheinlichkeiten bezeichnet. Sie reprä-
sentieren die Wahrscheinlichkeit der beobachteten 
Daten, wenn wir den genauen Würfel kennen, mit 
dem gewürfelt wurde.

Randwahrscheinlichkeit
Die Randwahrscheinlichkeit ist P(Daten); wir zeigen 
im Folgenden, wie diese Größe mit dem Satz von der 
totalen Wahrscheinlichkeit berechnet wird.
Um die Likelihood-Wahrscheinlichkeiten für dieses 
Problem zu berechnen – die Wahrscheinlichkeit der 
Beobachtung eines Ergebnisses für einen bestimmten 
Würfel mit bekannten Wahrscheinlichkeiten – führen 
wir zunächst die Multinomialverteilung ein.

Multinomialverteilung
Die Multinomialverteilung modelliert die Wahr-
scheinlichkeit eines 6-Tupels (tabellarische Zusam-
menfassung der Ergebnisse beim mehrfachen Wurf 
eines sechsflächigen Würfels) unter Berücksichti-
gung der Wahrscheinlichkeiten pi für das Auftreten 
einzelner Seiten. Die exakte Wahrscheinlichkeit für 
ein Ergebnis (n1 , n2 , n3 , n4 , n5 , n6) ist
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Bei einem regulären Würfel sind die Wahrscheinlich-
keiten pi alle gleich 1/6. Daher vereinfacht sich (3) mit 
unserer Notation n = n1 + n2 + n3 + n4 + n5 + n6 zu
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In R wird eine Fakultät mit der Funktion factorial 
berechnet; factorial(5) liefert das Ergebnis 
120. Anstatt explizit die Formel in (4) zu berech-
nen, können wir auch die in R eingebaute Funktion 
dmultinom verwenden, welche diese Berechnung 
durchführt. In Abbildung 3 berechnen wir in R die 
Wahrscheinlichkeit der Beobachtung (2,2,2,2,1,1) 
nach 10 Würfen mit einem regulären Würfel auf zwei 
Arten: (a) direkte Berechnung von Gleichung (4) 
und (b) mit dmultinom. Zum Schluss berechnen 
wir die Wahrscheinlichkeit, (6,1,1,1,1,0) zu würfeln, 
und zeigen, dass das Verhältnis dieser beiden Wahr-
scheinlichkeiten 45:1 ist.

1 > factorial(10)/(factorial(2)^4)*(1/6)^10
2 [1] 0.003750857 
3 > dmultinom(x=c(2,2,2,2,1,1),prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6))
4 [1] 0.003750857
5 > dmultinom(x=c(6,1,1,1,1,0),prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6))
6 8.335239e-05
7 > dmultinom(x=c(2,2,2,2,1,1),prob=c(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6))/

dmultinom(x=c(6,1,1,1,1,0),prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6))
8 [1] 45

Abb. 3: Code Block 2: Berechnung der multinomia-
len Wahrscheinlichkeiten.

Zurück zu unserem motivierenden Beispiel, Block 3 
berechnet die Wahrscheinlichkeiten für die Beobach-
tung (4,2,9,1,3,6) separat unter der Annahme, dass 
wir den regulären bzw. den dreifach verzerrten Wür-
fel geworfen haben (Abb. 4).

1 > Data=c(4,2,9,1,3,6)
2 > dmultinom(Data,prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6))
3 [1] 0.000007250641 
4 > dmultinom(Data, prob=c(.08,0.08,.64,.01,.06,.13))
5 [1] 0.00001014919

Abb. 4: Code Block 3: Berechnung der Likelihood- 
Wahrscheinlichkeiten für (4,2,9,1,3,6).
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Randwahrscheinlichkeit
Die letzte Berechnung für den Bayesianischen An-
satz ist die Randwahrscheinlichkeit (auch marginale 
Wahrscheinlichkeit): P(Daten). Um diesen Term zu 
berechnen, verwenden wir das Gesetz der totalen 
Wahrscheinlichkeit:
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Das heißt, die Daten wurden entweder mit dem regu-
lären oder dem dreifach verzerrten Würfel erzeugt, 
und wir berechnen diese jeweiligen Wahrscheinlich-
keiten unter Verwendung der Multinomialverteilung, 
gewichtet mit den a priori-Wahrscheinlichkeiten. Wir 
stellen fest, dass diese Terme genau die jeweiligen 
Zähler auf der rechten Seite von (1) und (2) sind. Da 
wir nun die Likelihood-Wahrscheinlichkeiten leicht 
berechnen können, fahren wir fort mit der Berech-
nung der Randwahrscheinlichkeit (Code Block 4 in 
Abb. 5).

1 > Data=c(4,2,9,1,3,6)
2 > 0.5*dmultinom(Data,prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6))+
3 + 0.5*dmultinom(Data, prob=c(.08,0.08,.64,.01,.06,.13))
4 [1] 0.000008699914 

Abb. 5: Code Block 4: Berechnung der Randwahr-
scheinlichkeit.

Alle Bauteile zusammensetzen
Schließlich können wir die a posteriori-Wahrschein-
lichkeiten in (1) und (2) berechnen. Code Block 5 be-
rechnet diese in R.

1 > Data=c(4,2,9,1,3,6)
2 > prob1=dmultinom(x=Data,prob=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6)) 
3 > prob2=dmultinom(x=Data,prob=c(.08,0.08,.64,.01,.06,.13)) 
4 > marginal=0.5*prob1+0.5*prob2 
5 > 0.5*prob1/marginal 
6 [1] 0.4167076 
7 > 0.5*prob2/marginal
8 [1] 0.5832924 

Abb. 6: Code Block 5: Berechnung der a posteriori- 
Wahrscheinlichkeiten.

Die a posteriori-Wahrscheinlichkeit für den regulä-
ren Würfel beträgt etwa 42 % und für den dreifach 
verzerrten Würfel 58 %. Die Ergebnisse des Bay-
es-Ansatzes sind in Abbildung 7 zusammengefasst. 
Hat man Daten beobachtet, bei denen die Anzahl von 
Dreien etwas überproportional ist, steigt die Wahr-
scheinlichkeit des dreifach verzerrten Würfels von 50 
auf 58 %. Basierend auf den verfügbaren Daten sind 
wir weit davon entfernt, eine abgesicherte Aussage 
darüber treffen zu können, welcher Würfel geworfen 
wurde. Wir könnten es daher vorziehen, weiter zu 
würfeln, bis eine bestimmte a posteriori-Wahrschein-
lichkeit, etwa 95 %, erreicht wird.

Abb. 7: Zusammenfassung der Ergebnisse des 
Bayesianischen Ansatzes.

A priori-Wahr-
scheinlichkeiten Daten A posteriori- 

Wahrscheinlichkeiten 
P( regulär )  =  0,5 

P( 3-verzerrt ) =  0,5 + (4,2,9,1,3,6)  P( regulär | Daten )  = 0,42 
P( 3-verzerrt | Daten ) = 0,58 

4	 Der mysteriöse Würfel
Im vorigen Beispiel haben wir das Bayes-Theorem 
verwendet, um die Wahrscheinlichkeit, dass einer 
von zwei bestimmten Würfeln mit bekannten Wahr-
scheinlichkeiten für die Augenzahlen gewählt wurde. 
Was aber, wenn wir die Wahrscheinlichkeiten eines 
der beiden Würfel gar nicht kennen? Wir betrachten 
folgende motivierende Frage.

Angenommen, wir legen zwei Würfel in einen Beutel – 
einen regulären und einen nicht-regulären Würfel – und 
wählen zufällig einen aus und beginnen, ihn zu werfen.
Nachdem wir die gewürfelten Daten gesehen haben, 
was können wir darüber sagen, welcher Würfel ausge-
wählt wurde?

Um die a posteriori-Wahrscheinlichkeiten in (1) und 
(2) zu berechnen, müssen wir einige Annahmen über 
den mysteriösen Würfel treffen. Zum Beispiel kön-
nen wir annehmen, dass der mysteriöse Würfel zu 
einer vorgegebenen Menge von Würfeln gehört, und 
wir können für jeden Würfel in dieser Menge eine 
Verteilung angeben. Eine solche Menge könnte zu 
groß sein, um einen umfassenderen Ansatz zu ermög-
lichen. Eine Methode dafür, eine Menge möglicher 
Würfel festzulegen, führt uns zurück zu der Ster-
ne-und-Balken-Methode.

Wir wissen, dass es k
5

5+a k Möglichkeiten gibt, k

Sterne in sechs Behälter zu platzieren; wir können 
diese Platzierungen verwenden, um eine breite Pa-
lette von a priori-Verteilungen zu konstruieren. Wir 
tun dies, indem wir jede Platzierung, z. B. k1 Sterne 
in Behälter 1, k2 Sterne in 2, usw., mit einem Würfel 
mit den Wahrscheinlichkeiten k1/k, k2/k usw. identi-
fizieren. Zum Beispiel kann bei k = 10 die Zusam-
mensetzung 3 + 4 + 1 + 0 + 2 + 0 dem Würfel mit 
den Wahrscheinlichkeiten p1 = 0,3, p2 = 0,4, p3 = 0,1, 
p4 = 0,0, p5 = 0,2 und p6 = 0,0 entsprechen. Wir wür-
den dann die a priori-Wahrscheinlichkeit von 0,5 für

den mysteriösen Würfel gleichmäßig auf alle k
5

5+a k
möglichen Würfel aufteilen.

Ein anderer Ansatz besteht darin, die möglichen 
Trickwürfel zu betrachten, die physikalisch konstru-
iert werden könnten. Zum Beispiel, wenn ein Würfel 
so verzerrt wird, dass er eher eine Drei würfelt, indem 



30

man ein Gewicht auf der gegenüberliegenden Seite 
(der Seite, die eine Vier zeigt) anbringt, dann wird 
es viel unwahrscheinlicher, eine Vier zu würfeln. An-
dere Gewichtungen wie z. B. Kantengewichtung und 
Eckengewichtung könnten ebenfalls berücksichtigt 
werden, wenn man die Menge der Kandidatenwürfel 
mit den zugehörigen a priori-Verteilungen bestimmt. 
Eine angemessene Menge von solchen Verteilungen 
zu konstruieren kann erheblichen Aufwand erfordern.

Aber was passiert, wenn keiner der Würfel, die wir 
im Bayesianischen Ansatz verwenden, richtig ist? 
Nehmen wir zum Beispiel an, dass der Würfel, der 
geworfen wurde, die Wahrscheinlichkeiten p1 = 0,1, 
p2 = 0,1, p3 = 0,4, p4 = 0,1, p5 = 0,1, p6 = 0,2 hat, wir 
aber nur den regulären und den dreifach verzerrten 
Würfel als Möglichkeiten betrachten. Wenn wir den 
Würfel sehr oft werfen, für welchen Würfel, wenn 
überhaupt, würde sich die Bayesianische Aktualisie-
rung letztendlich entscheiden? Es stellt sich heraus, 
dass der Bayes-Ansatz jenen Würfel auswählt, der 
dem wahren Würfel am nächsten kommt. Auswählen 
bedeutet hierbei, dass die a posteriori-Wahrschein-
lichkeit für diesen Würfel gegen eins konvergiert. 
Der Begriff „nächstgelegen“ ist schwer zu definieren; 
weitere Informationen für Wissbegierige sind in den 
ergänzenden Materialien zu finden.

Wir schließen diesen Abschnitt mit einer breiteren 
Diskussion über die Anwendung Bayesianischer Me-
thoden in der Praxis. Im Kern geht der Bayes-Ansatz 
von einem Vorwissen aus (wie z. B. die Wahrschein-
lichkeit, den regulären Würfel zu ziehen) und aktuali-
siert dieses Wissen nach Beobachtung einiger Daten. 
Wir nennen unser aktualisiertes Wissen a posterio-
ri-Wahrscheinlichkeiten. Später, wenn weitere Daten 
auftauchen, können wir die „alten“ a posteriori-Wahr-
scheinlichkeiten als Vorwissen verwenden und dann 
„neue“ a posteriori-Wahrscheinlichkeiten berechnen. 
Dieser Prozess ahmt nach, wie wir lernen: Am An-
fang, sind wir mit einem bestimmten Thema wenig 
vertraut (Vorwissen), aber nachdem wir mehr über 
das Thema gelernt haben (Daten), ist unser neues Ver-
ständnis des Themas (a posteriori-Wissen) eine Ver-
schmelzung aus unserem Vorwissen und den Daten.

In der Medizin, könnten wir zum Beispiel wissen, wie 
gut ein bestimmter Impfstoff in einem Land funktio-
niert, aber wir sind vor allem daran interessiert, wie gut 
er in unserem eigenen Land wirkt, wo nur begrenzte 
Daten verfügbar sind. Eine Bayes-Analyse könnte uns 
helfen, die Daten des anderen Landes als a priori-Wis-
sen aufzufassen und dieses mit den begrenzten Daten 
aus unserem Land zu verbinden, um die Wirksamkeit 
des Impfstoffs in unserem eigenen Land zu beurteilen.

5	 Verzerrte Münzen
Für Münzen gibt es ein einfacheres Bayes-Modell 
als für den Würfel, da Münzen nur zwei Ergebnisse 
haben (Kopf oder Zahl) im Gegensatz zu den sechs 
Flächen eines Würfels. Hier bieten wir eine kurze 
Darstellung des Bayesianischen Münzmodells, be-
ginnend mit der folgenden motivierenden Frage.

Zwei Münzen werden in einen Beutel gelegt – eine ist 
eine reguläre (faire) Münze und die andere ist eine „ver-
zerrte Münze“. Eine Münze wird zufällig aus dem Beu-
tel ausgewählt und mehrmals geworfen.
Ausgehend von Wurfergebnissen, was können wir dar-
über sagen, welche Münze geworfen wurde?

Dieses Münzproblem ähnelt dem Problem mit dem 
mysteriösen Würfel, da uns die Wahrscheinlichkeit 
von Kopf für die verzerrte Münze nicht ausdrück-
lich mitgeteilt wurde. Wäre diese bekannt, würden 
wir ähnlich vorgehen wie beim dreifach verzerrten 
Würfel. Allerdings, wie beim mysteriösen Würfel 
beschrieben, müssen wir einige zusätzliche Annah-
men über die verzerrte Münze treffen, um mit einer 
Bayes-Analyse fortzufahren und a posteriori-Wahr-
scheinlichkeiten zu berechnen. Glücklicherweise ist 
in diesem Fall die Modellierung einer generischen 
verzerrten Münze recht einfach, da wir nur für ei-
nen Parameter eine Verteilung angeben müssen: die 
Wahrscheinlichkeit von Kopf, die wir i nennen. Die 
Berechnung der a posteriori-Wahrscheinlichkeiten 
beginnt wie in (1) und (2):
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Gelingt es, den Term P(Daten ; verzerrte Münze) zu 
berechnen, können wir die a posteriori-Wahrschein-
lichkeiten in (6) und (7) ermitteln. Nehmen wir nun 
an, dass eine Münze mit einer Wahrscheinlichkeit 
von i für Kopf n-mal geworfen wird. Dann folgt die 
Wahrscheinlichkeit für die Beobachtung von x Köp-
fen einer Binomialverteilung (x eine ganze Zahl zwi-
schen 0 und n):

( )P x n x
n

1 –Köpfe in Würfen x n x–

Daten

; i i i= ` ^j h
1 2 344444444444 44444444444 	

(8)

So lassen sich die Likelihood-Wahrscheinlichkeiten 
– P(Daten ; i) – berechnen, vorausgesetzt, wir kennen 
i. Bei einer regulären Münze wissen wir i = 1/2, 
aber für die verzerrte Münze in der Fragestellung ist 
der Wert von i unbekannt.
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Wir beginnen mit der Betrachtung einer Reihe von 
Kandidatenwerten für i für die verzerrte Münze. 
Zum Beispiel, wären die Werte
{0 %, 10 %, 20 %, 30 %, 40 %, 60 %, 70 %, 80 %, 90 %, 100 %}

sehr vernünftig, und da wir keine weiteren Infor-
mationen über die verzerrte Münze haben, ist es 
natürlich anzunehmen, dass jede dieser verzerrten 
Münzen gleich wahrscheinlich ist. Mit einer solchen 
Annahme sind wir in der Lage, P(Daten ; verzerrte 
Münze) zu berechnen, indem wir das Gesetz der to-
talen Wahrscheinlichkeit verwenden, das in (5) be-
schrieben ist. Angenommen, die Kandidatenwerte 
von i für die verzerrte Münze sind ii , i = 1, …, m, 
mit a priori-Wahrscheinlichkeiten P(ii) derart, dass 

P 1i
m

i1/ i == ^ h  . Dann gilt:
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Für ein konkretes Beispiel nehmen wir an, wir wer-
fen die Münze 20 Mal und erhalten dabei 18 Mal 
Kopf. Code Block 6 hilft uns bei der Berechnung von 
(6) und (7) für die Menge der oben angeführten mög-
lichen Werte von i, wir erhalten damit die a posteri-
ori-Wahrscheinlichkeiten für das Münzproblem. Zur 
Berechnung der binomischen Wahrscheinlichkeiten 
in (8) verwenden wir dbinom.

Abb. 8: Code Block 6: Berechnung der posteriori 
Wahrscheinlichkeiten im Münzproblem.

1 > x=18;n=20
2 > prob.fair=dbinom(x=x,size=n,prob=0.5)
3 > prob.biased=sum(dbinom(x=x,size=n,prob=

c(0,.1,.2,.3,.4,.5,.6,.7,.8,.9,1))*(.5/10))
4 > prob.data=prob.fair*0.5+prob.biased*0.5
5 > posterior.fair=(prob.fair*0.5)/prob.data
6 > posterior.biased=(prob.biased*0.5)/prob.data
7 >
8 > posterior.fair
9 [1] 0.007935952 
10 > posterior.biased
11 [1] 0.992064 

Wie zu erwarten, nachdem bei 20 Münzwürfen 18 
Köpfe beobachtet wurden, ist die a posteriori-Wahr-
scheinlichkeit, dass die reguläre Münze gewählt wur-
de, recht gering – etwa 0,8 %. Hätten wir 10 Köpfe 
bei 20 Würfen beobachtet, würde die a posterio-
ri-Wahrscheinlichkeit für die reguläre Münze 92,2 % 
betragen.

Da wir keine Informationen über die Art der verzerr-
ten Münze haben, liegt es nahe, die Wahrscheinlich-
keit i von Kopf mit einer Gleichverteilung auf [0; 1] 
zu modellieren. Gleichung (9) hat eine natürliche 
Erweiterung von einer Menge diskreter Parameter ii 
auf eine stetige Wahrscheinlichkeitsdichte für i. Die-
se fortgeschrittene Berechnung wird im ergänzenden 
Lehrmaterial beschrieben.

6	 Test der Anpassungsgüte im 
Problem des mysteriösen Würfels

Wir betrachten erneut das Problem mit dem myste-
riösen Würfel, nun mit einem nicht-Bayesianischen 
Ansatz, sowohl in Bezug auf die Fragestellung als 
auch in der Art und Weise, wie die Evidenz in den 
Daten erfasst wird. Obwohl Wahrscheinlichkeiten 
schon seit Jahrhunderten betrachtet werden, wurden 
Konzepte und Methoden der statistischen Inferenz 
erst vor etwa 100 Jahren entwickelt. Der klassische 
statistische Hypothesentest, der damals erfunden 
wurde, war für Situationen wie das erste Beispiel ge-
dacht, bei dem es um die Wahl zwischen lediglich 
zwei vollständig spezifizierten Würfeln geht. Aber 
solche Beispiele sind eher künstlich als real, und sta-
tistische Hypothesentests werden in komplexen rea-
len Kontexten verwendet als Möglichkeit, Evidenz 
[Aussagekraft] von Daten zu interpretieren, oft in 
Verbindung mit anderen Methoden.

Für das Problem des mysteriösen Würfels betrachten 
wir nur die Frage, ob der Würfel regulär ist oder nicht, 
ohne jegliche Einschränkungen für den Würfel, wenn 
er nicht regulär ist, oder irgendwelche Wahrschein-
lichkeitsannahmen (etwa, es ist gleich wahrschein-
lich, dass er aus einer bestimmten Menge von Würfeln 
stammt). Die einfachste Situation ist, dass der Würfel 
regulär ist, sodass der Ansatz darin besteht, zu prüfen, 
wie stark die Daten gegen diese einfache Annahme 
sprechen. Der Bayes-Ansatz umfasst auch die Ermitt-
lung der Wahrscheinlichkeit, exakt die beobachteten 
Daten zu erhalten unter der Annahme bestimmter 
Würfel, aber hier geht es darum, die Wahrscheinlich-
keit, die beobachteten Daten oder noch extremere 
Werte zu erhalten, wenn der Würfel regulär ist.

Wir können dies für das Problem mit dem mysteriö-
sen Würfel tun, indem wir einen sogenannten Good-
ness-of-Fit-Test durchführen, den Studierende oft im 
ersten Statistikkurs kennenlernen. Wir beginnen mit 
dem Aufstellen der beiden statistischen Hypothesen:

H0 (Nullhypothese): der Würfel ist regulär, 
d. h., pi = 1/6 (i = 1, …, 6).

H1 (Alternativhypothese): der Würfel ist  
nicht regulär; d. h., pi ! 1/6 für einige i.

Die Chi-Quadrat-Statistik für die Anpassungsgüte 
wird wie folgt berechnet:
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Diese Statistik wird dann mit einer Chi-Quadrat-Ver-
teilung mit fünf Freiheitsgraden verglichen (die sechs 
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Werte von pi , die variieren können, abzüglich der einen 
Einschränkung p 1i =/ , ergibt fünf), um den p-Wert 
für den statistischen Hypothesentest zu bestimmen. Der 
p-Wert ist die Chance, die beobachteten Daten zu er-
halten oder noch extremeres (d. h., weiter entfernt von 
dem, was wir erwarten), wenn der Würfel regulär ist. 
Ein kleiner p-Wert ist also ein empirischer Beleg da-
für, dass der Würfel nicht regulär ist. Ein nicht kleiner 
p-Wert bedeutet, dass es keine ausreichenden Belege 
gibt, um festzustellen, dass der Würfel nicht regulär ist.

Es ist wichtig zu beachten, dass der Test der An-
passungsgüte ein asymptotischer Test ist und dass 
sein angemessener Gebrauch von einer ausreichend 
großen Stichprobe (Anzahl der Würfe) abhängt, um 
sicherzustellen, dass die Teststatistik einigermaßen 
nahe der unterstellten Chi-Quadrat-Verteilung folgt. 
Es gibt keine feste Stichprobengröße, mit der ga-
rantiert werden kann, dass die Annahmen des Tests 
hinreichend erfüllt werden. Alternative Methoden 
für kleinere Stichprobengrößen sind im zusätzlichen 
Lehrmaterial angegeben.

Angenommen, wir haben den mysteriösen Würfel 
25 Mal geworfen und das Ergebnis (4, 2, 9, 1, 3, 6) 
beobachtet. Wir verwenden R, um die die Good-
ness-of-Fit-Teststatistik und den entsprechenden 
p-Wert zu berechnen, um zu testen, ob diese Wurfse-
rie mit einem regulären Würfel konsistent ist. Code 
Block 7 (Abb. 9) zeigt, wie man die Teststatistik und 
den entsprechenden p-Wert mit R berechnet.

1 > observed=c(4,2,9,1,3,6)
2 > expected=c(1/6,1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6)*sum(observed)
3 > chisq.statistic =sum((observed–expected)^2/expected)
4 >chisq.statistic
5 [1] 10.28
6 >pchisq(q=chisq.statistic,df=5,lower=F) #goodness-of-fit p-
     value
7 [1] 0.06767935

Abb. 9: Code Block 7: Berechnung der Goodness-
of-Fit und des p-Werts.

Die Chance lag also bei etwa 7 %, dieses Ergeb-
nis zu erreichen oder ein weiter entferntes von der 
theoretisch erwarteten Häufigkeit von 25/6 für jede 
Augenzahl. Dies sagt uns, dass es nicht sehr unge-
wöhnlich wäre, unsere Daten nur durch Zufall zu 
erhalten, wenn der Würfel wirklich regulär ist. Bei 
einer Wahrscheinlichkeit von 7 % könnten wir uns 
dennoch fragen, ob der Würfel regulär ist. Wir könn-
ten diesen p-Wert angeben und sagen, dass es einige, 
aber nicht sehr starke Hinweise darauf gibt, dass der 
Würfel nicht regulär ist, das ist die beste Art, das Er-
gebnis des Tests zu kommunizieren.

Der Goodness-of-Fit-Test scheint gut geeignet zu 
sein, um gegen eine generische Alternative zu testen, 

wie sie etwa mit dem Problem des mysteriösen Wür-
fels gegeben ist. Man beachte aber, dass er sich auf 
die folgende Frage bezieht.

„Gibt es genügend Beweise in den Daten, dass er nicht 
regulär ist?“ [Beweise im Sinne von Evidenz, Belegen, 
empirischen Beweisen, Indizien etc.]

Er sagt nichts darüber aus, was der Würfel sein könn-
te, wenn es starke Beweise [Belege] dafür gibt, dass 
der Würfel nicht regulär ist, und er berücksichtigt 
keine a priori-Informationen, die wir über die mögli-
chen Würfel haben könnten. Im Gegensatz dazu kann 
der Bayes-Ansatz für das Problem des mysteriösen 
Würfels solche a priori-Informationen berücksich-
tigen, aber er muss a priori-Verteilungen festlegen 
und die Analyse hängt von diesen Vorannahmen ab. 
Er kämpft auch damit, dass man entweder die Mög-
lichkeiten stark einschränken muss, wenn der Würfel 
nicht regulär ist, oder höhere mathematische Metho-
den und Computerleistung einbringen muss.

7	 Shiny Anwendungen
Eine Shiny-Anwendung für den Würfelkontext zur 
Ergänzung dieses Artikels ist zugänglich unter glow.
shinyapps.io/dice/ (Quellcode auf GitHub unter 
github.com/arthurberg/dice). Abbildung 10 zeigt ei-
nen Screenshot mit der interaktiven Anwendung, der 
in sechs Kästen unterteilt ist, um die Identifizierung 
in der Beschreibung zu erleichtern. Die linke Seite 
bezieht sich auf benutzerdefinierte Eingaben (1–3), 
während die rechte die Ergebnisse von Simulationen 
und Analysen zeigt (4–6).

Kasten 1: Auswahl des Würfels

In diesem Kasten wird festgelegt, welcher spezifische 
Würfel verwendet wird. Zu den Optionen gehören der 
reguläre Würfel, der dreifach verzerrte Würfel sowie 
die Möglichkeit, einen Würfel mit benutzerdefinier-
ten Wahrscheinlichkeiten anzugeben. Mit der Option 
des benutzerdefinierten Würfels kann man die Ergeb-
nisse aus dem vorherigen Abschnitt erkunden. Darü-
ber hinaus gibt es drei Optionen für den mysteriösen 
Würfel. Bei jeder hat man 50 % Wahrscheinlichkeit, 
einen regulären Würfel zu wählen, und je nach mys-
teriösem Würfel, 50 % für einen dreifach verzerrten 
Würfel, einen nicht-spezifizierten Würfel mit „zufäl-
ligen“ Wahrscheinlichkeiten oder einen Würfel mit 
benutzerdefinierten Wahrscheinlichkeiten.

Kasten 2: Auswahl der priori-Verteilungen

Der Benutzer kann die die a priori-Verteilungen mit 
den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten auswählen. Zu 



33

den Optionen gehören der reguläre Würfel, der drei-
fach verzerrte Würfel und ein Würfel mit benutzer-
definierten Wahrscheinlichkeiten. Es besteht auch die 
Möglichkeit, „Breit gefächerte Würfel“ auszuwählen, 
bei dem die vom Benutzer angegebene Wahrschein-

lichkeit auf 
5

15
3003=a k  breit gefächerte a priori-

Verteilungen aufgeteilt wird. Diese a Prioris werden 
nach der im vorigen Abschnitt beschriebenen Metho-
de gebildet. Die a priori-Wahrscheinlichkeiten soll-
ten sich zu 1 addieren, aber wenn dies nicht der Fall 
ist, normalisiert die Anwendung diese automatisch, 
indem sie die Werte durch ihre Summe dividiert.

Kasten 3: Werfen des Würfels

Der Benutzer kann die Anzahl von Würfeln festlegen 
und dann dynamisch weitere Würfe hinzufügen (in 
Schritten von 1, 5 oder 20) und beobachten, wie sich 
die Ergebnisse mit den zusätzlichen Würfen ändern. 
Die Schaltfläche „Würfel aufdecken“ wird in Kasten 
6 erklärt. Die Schaltfläche „Zurücksetzen“ setzt die 
Würfe zurück, nicht aber die vom Benutzer festge-
legten Parameter. So kann man leicht sehen, wie sich 
bei einem festen Satz von Parametern unterschiedli-

che Ergebnisse aus den verschiedenen Datensätzen 
ergeben.

Kasten 4: Ergebnisse I

Die einzelnen Würfe werden in diesem Kasten oben 
angezeigt, die tabellarischen Wurfergebnisse stehen 
in der Grafik links. Die Grafik rechts zeigt die vom 
Benutzer angegebenen a priori-Wahrscheinlichkeiten 
und die berechneten a posteriori-Wahrscheinlich-
keiten. Diese Grafik wird aktualisiert, je nach den 
gewählten a priori-Verteilungen und deren Wahr-
scheinlichkeiten. Wenn als Prioris „Breit gefächerte 
Würfel“ gewählt wird, dann werden alle Würfel in 
dieser Menge zusammengefasst. Damit die Grafik 
übersichtlich wird, werden in der Tabelle nur Prioris 
mit einer a posteriori-Wahrscheinlichkeit von min-
destens 5 % aufgeführt. Die Auflistung aller Prioris 
würde die Tabelle unhandlich machen; der Schwel-
lenwert von 5 % ist ohne besondere Bedeutung.

Kasten 5: Ergebnisse II

Die Teststatistik für die Anpassungsgüte und der 
p-Wert der Nullhypothese, dass ein regulärer Wür-

Abb. 10: Überblick über die Shiny-Anwendung, die unter glow.shinyapps.io/Wuerfel/ verfügbar ist.
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fel benutzt wird, werden in diesem Kasten angezeigt. 
Darüber hinaus gibt es eine Liste der Würfel mit den 
höchsten a posteriori-Wahrscheinlichkeiten. Wenn 
„Breit gefächerte Würfel“ als Priori ausgewählt wird, 
werden in dieser Tabelle alle 3003 Priori-Würfel mit 
einer a posteriori-Wahrscheinlichkeit von mehr als 
5 % aufgeführt.

Kasten 6: Aufdecken des mysteriösen Würfels

Wenn in der Simulation ein mysteriöser Würfel aus-
gewählt wird, zeigt dieser Kasten die Augenzahlen, 
die gewürfelt wurden. Standardmäßig ist der Wür-
fel verborgen, es sei denn, die Schaltfläche „Wür-
fel aufdecken“ wird gedrückt. Dies ermöglicht eine 
spannendere Präsentation in der Klasse, indem der 
wahre Würfel erst nach Betrachtung der Daten und 
verschiedener Analysen aufgedeckt wird.

8	 Abschließende Bemerkungen
Würfeln bietet ein vereinfachtes probabilistisches 
Modell zur Unterstützung der Schlüsselkonzepte der 
diskreten Wahrscheinlichkeit und Statistik. Wir ver-
wenden das Würfelwurf-Modell zum besseren Ver-
ständnis der Aktualisierung der a priori-Wahrschein-
lichkeit, die als ein Sprungbrett zu anspruchsvolleren 
Themen der Bayesianischen Statistik angesehen wer-
den kann. Außerdem haben wir den Bayes-Ansatz 
dem Goodness-of-Fit-Test gegenübergestellt und 
Unterschiede herausgearbeitet in den Problemen, die 
betrachtet werden können, in den Annahmen, die für 
den Ansatz erforderlich sind, und, wie die Informa-
tion aus den Daten jeweils dargestellt werden kann. 
Man beachte, dass dieser Artikel nicht auf weitere 
Aspekte sowohl des Bayesianischen als auch des 
nicht-Bayesianischen Ansatzes eingeht, wie z. B. der 
Vergleich von Glaubwürdigkeits- und Schätzinter-
vallen.

Würfeln im Klassenzimmer mit realen Würfeln oder 
mittels des Shiny-Programms kann eine wirksame 
Aktivität im Unterricht sein, um das Interesse und 
die Neugier der Lernenden zu wecken. Zum Nach-
denken anregende Kommentare im gesamten Artikel 
sollen Leserschaft und Lernende ermutigen, über die 
vielfältigen Ansätze im Kontext der vorgestellten 
Themen nachzudenken. Die begleitende Shiny-An-
wendung bietet grenzenlose Möglichkeiten für wei-
tere Erkundungen, um die behandelten Themen noch 
besser zu verstehen und zu vertiefen.
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Wiley (Teaching Statistics) hat dem Autor die Publi-
kation einer deutschen Fassung in Stochastik in der 
Schule genehmigt.
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